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Klaséwka.

1. Dany jest szereg Z zn 0 wyrazach zespolonych.

n=1

1. Poda¢ definicje zbieznosci szeregu liczbowego E Zn-
n=1
2. Sformutowac i udowodni¢ warunek konieczny zbieznosci tego szeregu.

3. Wykazac, ze jesli szereg Z zp, jest zbiezny bezwzglednie, to jest zbiezny.
n=1
Rozwigzanie zadania 1.
o0

1. Szereg liczbowy Z z, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba zg € C, ze
n=1

zo= lim (21 + 20+ ...+ z,).

n—oo

2. Jedli E z, jest zbiezny, to lim z, =0, bo
n—o0
n=1

nlg{; Zn = hm (1 +224...4+2) — (1t 22+ ...+ 20-1)) = 20 — 20 = 0.
3. Wymka to z warunku Cauchy’ego i nieréwnosci (tréjkata):
|Znt1 + Zna2 + -+ Zogk| <znga| + |znge] + -0+ 20l
wiec jesli szereg jest bezwzglednie zbiezny, to dla kazdego £ > 0 istnieje taka liczba n., ze jesli
n>n.ik €N, to|zni1| + |2nte] + .o+ |2ngk] <&, wiee |zn11 + Zng2 + .o F 2| <e. O

Rozwigzanie zadania 2.

Zbadaé zbieznos¢ zbieznosé szeregu
= 1 1)
T+ —=—4|/7T——

Zachodzi rownos¢é \/ 7+ V \/ 7 — \/7+ - \/777 Granica mianownika jest liczba

2V/7 € (0,00), wiec zbieznosé szeregu S . <\/ 7+ ? — \/ 7 — %) rownowazna jest zbiez-

nosci szeregu y - ktory jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy o > 3. [J

n= 113/047

Rozwigzanie zadania 3.

Zbada¢ zbieznos¢ i bezwzgledna zbieznosé szeregu

i(—ul’z” (V-1

n=2
o Sn— _ n—1)/n : syv/n=1 1 1 1 1 1 1
Mamy V7vr—1 —1 = 70v/2=D/n _ 1 i dalej == Mamytez\/ﬁ s B i
‘:)\/Lﬁ_\/,%>%—%(:)1>\/Lﬁ—i-\/7%fvvynikatozréwnoécna2 v> = (a — b)(a + b)

o | S a1 1 1 1
oraz nieréwnosci NG \/7 > 0. Dla n > 4 zachodzi nieréwnosé 7 + ST <3+ 7 <1,

wiec cigg o wyrazie V7vVr—! —1 jest malejacy od czwartego wyrazu poczawszy. Sumy czesciowe

szeregu > oo ,(—1)12) to kolejno —1, -2, —1,0, -1, -2, —1,0, —1, =2, —1,0, . . ., wiec tworzg one



ciag ograniczony. Oczywiscie lim V/7v7~1 —1 = 0. Stosujac kryterium Dirichleta stwierdzamy

n—oo
zbieznosé szeregu Y oo, (—1)L3 (v" 7Vl — 1) :
r—1
Réwnosé lir% ¢ = Ina zachodzi dla kazdego a > 0, a wynika z tego, ze a® = e*!"® oraz
T— T
e —1 Varas e | 7(Vn=1)/n _
lim 1. Z niej wynika, ze lim ———— = lim ————— = In7 € (0,00).

lim—— = B VA= Djn o (V= D)/n

Z asymptotycznego kryterium poréwnawczego wynika wiec, ze szereg Y (7(\/5_1)/ " — 1) jest

zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiezny jest szereg \/ﬁn_l, bowiem
N
lim —— =1.
n—oo \/_ﬁ
Rozwigzanie zadania 4.
Obliczyé¢ granice
322) — 1 3v — 37
(a) lim M’ (b) lim > >
20 In(1 + 22%) a=1 sin(mz)
lub wykazaé, ze jedna lub obie nie istnieja.
cos(3z2)—1 _ 1. cos(32?) 224 _ 1 9 __ 9
(a) Mamy lll%m = };%W lg%m lm 214 = —3" 1- 5 = T bowiem
. In(1+1) . cost—1 . cos?t—1 , —sin? ¢ 1
hm— =lorazlim———=lm———=lim——— = ——.
=0t t=0 {2 t=0t2(cost + 1)  t=0t2(cost + 1) 2
37 — 3¢ S A S 3t —1 t
(b) lim ——— =1lim ————— =3lim ———— =3lim - — —
v—1 sin(mz)  «=0 sin(w(t + 1)) z=0 —sin(mt) 250t — sin(nt
SR B 2 2 18-In3 |
—3lim AT — 332 -3m32% = 212 poqim & —Ina
=0 2t + 2 t  —sin(7t) T T T 20 T
i In(1
m.in. dla a = 3, lim T 1 oraz lim u =1.
z—0 z—0 X

Rozwigzanie zadania 5.
Zatézmy, ze funkcja f: [1,4] — R jest ciagta i spetnia warunek f(4) = 8f(1). Dowies¢, ze
istnieje taka liczba x € [1,2], ze 2° f(z) = f(2x).
Niech g(z) = 2°f(x) — f(22). g jest ciagla. g(1) = 2f(1) — f(2), 9(2) = 4(2) — f(4) =
4(f(2) —2f(1)). Wynika stad, ze jesli g(1) # 0, to liczby g(1) i g(2) maja rézne znaki. Funkcja
g jest ciagla, wiec jesli w jednym punkcie przedziatu jest dodatnia, a w drugim — ujemne, to w
jakim$ punkcie pomiedzy nimi jest rowna 0 — twierdzenie Bolzano—Cauchy’ego o przyjmowaniu

wartosci posrednich, a wtasnie to chcielismy udowodnié¢. [

Rozwigzanie zadania 6.
Zbadaé zbieznos¢ i zbieznos¢ bezwzgledna szeregu
oo .
Z Smmn
n® 4 sinn
n=1

w zaleznosci od parametru a > 0.

1—cos(2n) sin? n,
2(n%+1) N no+4sinn X

sinn

| sinn| 1
n+sinn <

no+sinn S ne—1°

Zaczniemy od zbieznosci bezwzglednej. Mamy

‘ o=

2



Zachodza réwnosci cos2 + cos4 + ...cos(2n) = R(e* + et + ... +¥) =R (ezz l_em) Stad

i
2ni 2 1__,2ni
|cos2 + cos4 + ... cos(2n)] ‘9‘%( Iz )‘ < ‘62“1 ——

< q 262,.|, co dowodzi ograniczono$ci

cos(2n)
2(n*+41)

ciaggu sum czesciowych szeregu o Wyrazie cos(2n). Wobec tego szereg > jest zbiezny

sinn
ne+sinn

— kryterium Dirichleta. Z pierwszego oszacowania wynika, ze szereg > ‘ jest zbiezny

wtedy i tylko wtedy, gdy szereg > n—la jest zbiezny, czyli dla a > 1.

sinn

—atenn - Laczniemy od uproszczenia sobie zycia:

A teraz zajmiemy sie zbieznoscia szeregu
sinn sinn _ sin?n : : : . :
PR nitsinn > ma(natsinn) - Rozumujac doktadnie tak jak poprzednio stwierdzamy;,
__sin’n
n®(n%+sinn)

ze szereg (o wyrazach dodatnich) > jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a > %

Znéw tak jak poprzednio rzecz sprowadza si¢ do zbadania zbieznosci szeregu ) =5F. Mamy

11—e™
1—e?

|sinl +sin2+ ... +sinn| =

wiec sumy czesciowe szeregu »_ sinn sa ograni-

_2
X |1_€i|7

sinn sinn

n=1 n%4sinn

czone, a zatem szereg » = jest zbiezny dla kazdego a > 0. Oznacza to, ze szereg » >
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy a > 5.

s — %+. Wystarczy

Uwaga 1. Liczby €' oraz e* sg rézne od 1, bo np. e* = 14 2i — 3

e, 2 3 . e . . . , ;.
sprawdzi¢, ze suma szeregu 1 — % + % — ‘é—, + ... jest rézna od zera. Zapiszmy ciag nieréwnosci
42 43
T

> .... Z dowodu kryterium Leibniza wynika, ze 1—%+%—§+. o< 1—%—1—% = —%.

Wobec tego czesé rzeczywista liczby e jest ujemna, co dowodzi tego, ze e* # 0. [

121. Niech C oznacza zbiér Cantora (elementami C' sa te liczby z przedziatu [0, 1], ktore
mozna zapisa¢ w uktadzie trojkowy nie uzywajac cyfry 1). Dowies¢, ze kazda funkcja

ciagta g: [0,1] — C jest stala.

122. Podaé przyktad ograniczonej funkcji ciaglej okreslonej na pétprostej [0, 00), ktéra nie

jest jednostajnie ciagta.

123. Podaé przyklad ograniczonej funkeji ciagtej f: (0,1] — R, ktéra nie jest jednostajnie

ciagta. do napisania.

124. Dowiesé, ze jesli A C R jest zbiorem domknietym i ograniczonym (tzn. jego dopehnie-
nie do R jest suma pewnej rodziny przedzialéw otwartych) , to kazda funkcja ciagta

f: A — R jest ograniczona, osiaga swe kresy i jest jednostajnie ciagla.

125. Dowiesé, ze jesli A C R jest zbiorem, ktory nie zawiera cho¢by jednego swego skonczonego
punktu skupienia, to istnieje funkcja ciagta f: A — R, ktora nie jest ograniczona ani

z gory ani z dotu i nie jest jednostajnie ciagta.

126. Dowiesc¢, ze jesli kazda funkcja ciagta f: A — R ma wlasnos$¢ przyjmowania wartosci
posrednich, tzn. jesli liczba C' znajduje sie miedzy liczbami f(x) i f(y), to istnieje takie
ce AN(z,y), ze C = f(c), to zbiér A jest przedzialem.

3



127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

Dowiesé, ze kazda funkcja wypukta f: (a,b) — R jest ciagla. Podaé przyktad funkcji
wypuktej f:[0,1) — R, ktéra ma punkt nieciaglosci.

Podaé¢ przyktad funkcji f: R — R, ktéra jest nieciagta w punkcie 0 i ma wlasnosé

Darboux (przyjmowania wartosci posrednich). do napisania.

Dowies¢, ze jesli funkcja f: (a,b) — R jest jednostajnie ciagta, a,b € R, to mozna tak

zdefiniowa¢ f(a) i f(b), by funkcja f: [a,b] — R byla ciagta w caltym przedziale [a, b].

Dla jakich a € R funkcja f: (0,1) — R zdefiniowana wzorem f(x) = z* jest jednostajnie

ciggta?

Dla jakich a € R funkcja f: (1,00) — R zdefiniowana wzorem f(x) = x* jest jednostajnie

ciggta?

Dla jakich przedziatéw (a,b) C (0,00) funkcja In: (a,b) — R jest jednostajnie ciaglta?
Dla jakich przedziatéw (a,b) C (0, 00) funkcja sin: (a,b) — R jest jednostajnie ciagta?
Dla jakich przedziatéw (a,b) C (0,00) funkcja tg: (a,b) — R jest jednostajnie ciagta?

Dla jakich przedziatéw (a,b) C (—o0,00) funkcja exp: (a,b) — R jest jednostajnie

ciggta? do napisania.

Czy suma dwu funkcji jednostajnie ciagtych na przedziale P musi by¢ jednostajnie

ciaglta?

Czy iloczyn dwu funkcji jednostajnie ciagltych na przedziale P musi by¢ jednostajnie

ciggty?
Czy ztozenie dwu funkcji jednostajnie ciggltych musi by¢ jednostajnie ciggle?
Czy funkcja odwrotna do funkcji jednostajnie cigglej musi by¢ jednostajnie ciagta?

Poda¢ przyktad funkcji ciagtej f: (0,1] — R, ktéra jest ograniczona z géry i z dotu,

ale nie ma ani wartosci najmniejszej, ani najwickszej.

Czy istnieje jednostajnie ciagta funkcja, ktora przeksztatca potprosta (1, 00) na prosta

(—00,00)?

Czy istnieje roznowartosciowa, jednostajnie ciagta funkcja, ktora przeksztatca potprosta

(1,00) na prosta (—oo,00)? do napisania.

Niech f(z) =1—=2|z|i f, = Jofofo...of. llerozwigzan w przedziale [—1,1] ma

n liter f
réwnanie f,(z) = z? do napisania.



